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Résumé—Il.a méthode d’analogie rhéoélectrique permet de calculer aisément les
propriétés aérodynamiques des surfaces portantes de caractéristiques géométriques
quelconques. Le potentiel des vitesses de 'écoulement est identifié au potentiel
électrique d’une masse liquide conductrice contenue dans un bassin et les con-
ditions aux limites concernant les surfaces de discontinuité qui correspondent a
I'aile et son sillage sont facilement reproduites électriquement.
Les applications présentées concernent une étude systématique de laile
annulaire. Les principaux problémes traités ont été les suivants:
(i) analyse des effets dus a la forme du profil (conicité, volet, courbure,
épaisseur) pour des ailes annulaires placées en écoulement axial.
(ii) aile annulaire sustentatrice en incidence; répartitions de circulation et de
pression; actions de plans auxiliaires, influence d'un corps central.
(iii) étude de 'effet d'une hélice placée a 'intérieur de 'aile annulaire formant
carénage.

INTRODUCTION

1. Dans la théorie linéarisée des écoulements subsoniques autour des
surfaces portantes, il est classique de schématiser I'aile et son sillage par
des répartitions de tourbillons liés et libres. T.a loi donnée des angles
d’attaque locaux permet alors, en calculant les vitesses induites par le
systeme tourbillonnaire, d’établir I'expression qui régit la répartition de
circulation, a prior1 inconnue, sur 'aile et le sillage.

Cette expression se présente en général sous la forme d’une ¢quation
intégrale dont la résolution est nécessaire pour définir les proprietés
a¢rodynamiques de l'aile ¢tudice. Or la solution explicite de cette équa-
tion n’est qu’exceptionnellement atteinte et de ce fait les calculs pratiques
relatifs aux surfaces portantes sont le plus souvent longs et laborieux.

La détermination de I’équation intégrale devient inutile lorsqu’on
utilise comme moyen de calcul la méthode rhéoélectrique. Dans ce cas,
en effet, la solution du probléme peut étre obtenue directement en
identifiant la fonction qui définit le potentiel des vitesses de perturbation
(ou quelquefois le potentiel des pressions) au potentiel électrique produit
dans un bassin qui figure le domaine de I'écoulement. I.aile et le sillage,
considérés comme des surfaces de discontinuité des vitesses, sont alors
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représentés par des plaques minces isolantes, planes ou courbes suivant les
appllcatlom et recouvertes sur les deux faces de petites électrodes

(P e) placées en vis-a-vis. En alimentant convenablement ces électrodes
il est possible de satisfaire, en moyenne sur chaque élément d’aire qui
leur correspond, les conditions aux limites concernant le potentiel ou ses
dérivées.

2. Les modes de réalisation rhéoélectrique de ces conditions ont été
décrites a propos d’autres applications'’’; nous rappellerons seulement
que pour le probleme général des surfaces portantes elles peuvent étre
classées en trois catégories prmmp’iles

(a) discontinuité connue ¢ — ¢ de la fonction ¢ entre les valeurs prises
de part et d’autre d’une coupure pratiquée au sein de I'écoulement, avec
continuité de la dérivée normale d¢/dn a la traversée de cette coupure.

Dans I'analogie une différence de pOtCI’ltlLl ¢lectrique V — T est établie

entre les ¢lectrodes en vis-a-vis (e, ¢) au moyen d’un transformateur 7T

débitant sur un potentiometre de réglage P (figure 1). La continuité¢ de

la dérivée dg/dn, qui est représentée dans I'analogie par I'intensité élec-
+

trique [ traversant ¢ ct e, est automatiquement assurée par le circuit
fermé ainsi constitué.
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(b) dérivée normale dgp/dn de valeur connue et demeurant continue a la

traversée de la coupure. Comme précédemment les électrodes e, e
débitent une intensité électrique I réglée a la valeur désirée grace au
potentiométre P et a la résistance R introduits au secondaire du trans-
formateur 7" (figure 2).
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i

(c) relation linéaire entre la valeur de la différence ¢ — @ prise de part

et d'autre de la coupure et la dérivée normale 8¢/dn continue a la
!

traversée. La relation ¢ — ¢ | @.d¢/0n — b, ol @ et b sont connus en
tout point de la coupure, est satisfaite automatiquement en I'identifiant
a la loi d’ohm écrite pour le circuit de la figure 3 ot 'on régle la différence
de potenticl AV 4 une valeur proportionelle 4 b ct la résistance R, a
une valeur proportionnelle a a.

T
=2 B
,ﬁ v

TFic. 3.

Dans de nombreuses études de surfaces portantes des propriétés de
symétrie permettent souvent de simplifier les montages précédents qui
se réduisent alors aux circuits utilisés dans les représentations classiques
des données aux limites des types de Dirichlet, Neumann et Fourier.
Nous ne reviendrons pas sur ces réalisations analogiques dont certaines
ont été employées dans ce travail mais qui sont maintenant bien connues
et exploitées de fagon systématique depuis de nombreuses années dans
différents laboratoires, tels que ceux de 'O.N.LE.R.A. 3 et du C.N.R.S.

3. La méthode d’analogie rhéoélectrique se préte particuliérement bien
a la résolution des problémes aé¢rodynamiques concernant I'aile annulaire.
Les principaux effets dus a la variation des paramétres géométriques de
'aile et de son profil générateur peuvent aisément faire 'objet d’une
analyse séparée. Les résultats présentés dans ce mémoire sont extraits
d’une étude systématique™®, plus complete, sur les problémes suivants:

(1) effets dus a la variation de la forme du profil pour des ailes non
portantes placées en ¢coulement axial; recherche de profils répon-
dant 4 des distributions de pression imposées; influence du
tusclage.

(i) effet di a lincidence de Daile annulaire sustentatrice, action de

plans auxiliaires, influence du fuselage.

(iii) effets d'une hélice placée a I'intérieur de l'aile annulaire formant

carénage.

Indépendamment de ces calculs analogiques le Professeur Weissinger
a effectué une remarquable étude analytique'®®' des caractéristiques
aérodynamiques de l'aile annulaire. D’intéressantes confrontations ont
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pu ainsi étre ¢établies entre les résultats de Ianalyse théorique et ceux
obtenus par la méthode rhéoélectrique. Quelques unes de ces comparaisons
sont données dans la communication du Professeur Weissinger ™.

AILE ANNULAIRE DANS
L’ECOULEMENT A SYMETRIE AXIALE

1. Du point de vue géométrique I'aile annulaire est un obstacle de
révolution dont la méridienne reproduit la forme d’un profil d’aile.
Lorsque I"axe Ox de l'aile est paralléle a la vitesse générale 17 I'écoule-
ment présente la symétrie axiale. e diametre 2a de laile et la corde ¢
du profil générateur définissent le parametre caractéristique A = 2a/c
dont les valeurs envisagées ici variaient entre 0,5 et 1,5,

Le profil, situé dans le plan méridien xOy, peut étre caractéris¢ par:

1° — l'angle « de sa corde avec I'axe de révolution (conicité)

2° — une ligne moyenne définissant sa loi de courbure

3% — une lo1 d’¢épaisseur.

La symétrie axiale permet "étude de ces trois effets dans un plan
méridien de I'aile et la marche suivie dans la recherche des résultats est
comparable 4 celle de I’étude des profils minces en écoulement bi-
dimensionnel, cas limite (A = o0) dont les résultats théoriques bien
connus servent de point de comparaison.

2. Effet de conicité't:®), 1aile annulaire est considérée comme con-
stituée d’un profil rectiligne, incliné d'un angle d’attaque o sur D'axe
de symétrie, c'est-a-dire sur la direction de la vitesse générale 17, du
fluide. l.e potentiel des vitesses de perturbation ¢(x, ¥) est une fonction
harmonique de révolution dont la représentation analogique peut étre
effectuée, comme il est bien connu, dans un bassin électrique a fond
incliné.

Bien que la portance totale de l'aile annulaire soit nulle dans ce cas,
il s’établit une circulation I' autour du profil qui provoque un cffort
radial dont la valeur peut étre déterminée a partir de la connaissance du
potentiel ¢. Ce potentiel est déterminé par les conditions aux limites
suivantes:

(1) le fluide est tangent a 'obstacle, d’ou la relation @¢ /ey = 1y
obtenue en confondant la normale au profil avec la direction Oy et
que l'on écrit en tout point du segment (0, ¢) projection du profil sur une
direction parallele a I'axe de révolution et a la distance a. Le profil ¢tant
infiniment mince, cette dérivée conserve sa valeur au passage intrados—
extrados.

(i1) non uniformité du potentiel ¢; lorsque la circulation I' est différente
de zéro, la fonction ¢ cesse d’étre uniforme autour du segment (0, ¢);
pour l'interprétation analogique il est nécessaire d’envisager une coupure,
issue du bord de fuite (B.F) par exemple et s’étendant 4 I'infini aval dans

la direction Ox. La differérence ¢ — ¢ que prend la fonction ¢ en deux
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points, d’abscisse quelconque x, situés de part et d’autre de cette coupure
correspond a la circulation I, dont la valeur est déterminée par la condition

+. —_—
de Kutta-Joukowsky au bord de fuite qui s’écrit ici 8(¢ — ¢)p.f/dx = 0.
La conservation du ﬂut dLr()d\rﬂclmqul(, a la traversée de la coupure

entraine en outre que aq; dy = dp/ay.

(i) 4 une grande distance du profil les perturbations s’annulent :
a l'infini il faut donc vérifier que d¢/dx = dp/dy = 0.

Dans le bassin électrique incliné la réalisation de la coupure (0, ¢)
correspondant a la projection du profil, prolongée de la coupure (¢, 4 oc)
¢établie pour tenir compte de la circulation, consiste en une mince lame de

Plexiglas. T.es électrodes e, ¢ qui recouvrent cette lame sont placées
normalement a la surface libre du liquide. I’affichage électrique des
conditions aux limites précédentes (1) et (i1) est effectué suivant les
indications données au début de 'article.

Les résultats du calcul analogique font ressortir la dissymétrie existant
entre les caractéristiques aérodynamiques relatives a lintrados et a
I'extrados du profil. La figure 4 en donne un exemple en ce qui concerne
les survitesses dues a un angle d’attaque « = 1 degré, dans le cas des
ailes coniques A = 0,5-0,75-1-1,25 et 1,5. La courbe en pointillé
correspond 4 I'écoulement de la plaque plane, c’est-a-dire au cas A,.
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Le gradient d’effort radial dCz/d«, rapporté a la valeur dCz/dx=2#

relative 4 la plaque plane portante, augmente rapidement quand le
paramétre A diminue. Il vaut respectivement 1,81-1,44-1,26-1,17 et 1,13
lorsque A varie comme ci-dessus.

A(E)
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Fic. 5.

La figure 5 donne la circulation réduite y = I'/T"jex le long du profil,
en fonction de I’abscisse & = x/c. Comme le montrent ces courbes, la
circulation y se déduit pratiquement de la loi ., par une affinité dont
le module est précisément égal au gradient d’effort radial pour la valeur
A envisagée. L'intégration graphique des fonctions ¥ a montré que la
position du centre de poussée n’était pas affectée par I'effet de révolution.

3. Un cas particulier de cet effet de conicité est celui d’un volet de
révolution, placé au bord de fuite du profil, de profondeur relative
m = tfc et braqué de Pangle 5. Les conditions aux limites du potentiel
de perturbation demeurent inchangées, mais la condition de glissement
n'est évidemment éerite que sur le segment (f,¢) figurant le volet.
L’efficacité de ce volet annulaire se révele identique a celle d'un volet
placé au bord fuite de la plaque plane. IL.a variation de la profondeur ¢
donne un déplacement du centre de poussée qui suit la méme loi que dans
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le cas bidimensionnel. Pour A =1 et =1 degré, la figure 6 fournit
les survitesses le long du profil et du volet lorsque m varie.

EFFET DE VOLET
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Comme autre application, on a considéré I'influence d’un corps central
d’axe Ox, de rayon a’ et de longueur indéfinie, placé a I'intérieur de I'aile
annulaire conique. Sur ce corps central, la condition de glissement du
fluide se traduit simplement par dg/dy — 0. Lorsque le paramétre
k = a'la prend les valeurs 0,3-0,4 et 0,5, le gradient d’effort radial
dCzp/dw, rapporté a celui du profil de Taile seule, vaut 1,07-1,12 et
1,23 dans le cas A = 1. La figure 7 donne les survitesses le long du corps
central et 4 l'intrados du profil: pour la gamme des A envisagés, le corps
central n’affecte pas les caractéristiques aérodynamiques de I'extrados.

Signalons enfin que la régle des écoulements inverses, appliquée aux
ailes annulaires dont les profils minces sont respectivement définis par
les pentes afx) et oy(x) fournit la relation :

f (u—w)oy dv= [ (u, — u) adv (1)
[ 0
qui relie les survitesses dues aux ¢coulements de vitesses générales 17,
et — I, Cette relation, ou 'on peut choisir ay(x) = — 1, avec afx) = 0
sur le segment (0, /) et a(x) =B = 1 sur le segment (¢, ¢), permet de
calculer lefficacit¢ du volet considéré ci-dessus par I'expression
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8Cz/Cx = y(1 — m)[y(1) ol la circulation 3 est relevée sur la figure 5
aux abscisses (1 — m) et 1.

uE

Vo EFFET DE FUSEL AGE
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0061 a=1 degré

Fic. 7.

4. Effet de courbure™?). 1'étude précédente s’applique de fagon
dentique a la détermination des caractéristiques aérodynamiques d’un
profil mince dont la loi de courbure est définie par la pente «(x) quelconque.
Il suffit de modifier la condition aux limites (i) sur le segment (0, ¢) en
écrivant dpfdy = —Vya(x). L'effort radial exercé sur ce profil cambré
peut d’ailleurs étre calculé directement en appliquant la formule (1) et
en utilisant 4 nouveau les résultats de la figure 5.

D’autres probléemes ont pu étre abordés aisément par la méthode
rhéoélectrique et en particulier celui qui consiste & rechercher la forme
de la ligne moyenne supportant une différence de pression intrados-—
extrados distribuée en corde suivant une loi donnée. Pour les applica-
tions pratiques cette loi est choisie de fagon a éviter les survitesses
infinies au bord d’attaque, c’est-a-dire que la ligne moyenne est placée
a son angle d’attaque 1déal wjg, et supporte un effort radial connu,
désigné habitucllement par Cz d’adaptation.

Pour traiter ce probleme i la cuve électrique on a intérét a considérer
le potentiel d’accélération w = dp/dx qui est également une fonction
harmonique de révolution. Dans le cas considéré la foncidon u ne présente
pas de singularité au bord d’attaque, elle présente par ailleurs 'avantage
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de demeurer uniforme, évitant ainsi dans l'interprétation analogique la
réalisation de la coupure (¢, + o0) que nécessitait la représentation du
potentiel ¢.

Sur le segment (0,¢) qui correspond au profil, les conditions aux
limites concernant u sont les suivantes:

+ -

(1) la différence u — u = KV F(x) est donnée, F(x) correspond a la
différence connue que prennent les vitesses (ou les pressions) a ’abscisse
x. K est un facteur de proportionalité.

(1) la dérivée du/dy est la méme a D'extrados et 4 I'intrados du profil
et sa valeur, mesurée dans l'analogie par l'intensité de courant traversant
les ¢lectrodes, permet d’atteindre la courbure de la ligne moyenne,
puisque:

ou O

ay * ox
et finalement, par double intégration, la forme de cette ligne.

Comme illustration de la méthode, on a choisi les lois Fiy(x) =1 et
Fy(x) = (1 — x) qui définissent les lignes moyennes adaptées NACA
a—1 et a =10 dans le cas A, de I’écoulement bidimensionnel. I.a
représentation analogique du potentiel u, effectuée dans le bassin a fond
incliné a permis de déterminer les survitesses le long du profil mince dont
la forme est recherchée. Un exemple en est donné par la figure 8 pour
la loi Fy(x), dans le cas A = 1. Le calcul des expression a(x) et y(x),
(pente et cote de la ligne moyenne), nécessite de plus la mesure du gradient
électrique sur la ligne (— =, 0) qui précede le segment (0, ¢). Lorsque
A diminue, le calcul analogique montre que les lignes moyennes F, et F,
sont de moins en moins cambrées. Dans le cas F,, I'incidence idéale
décroit avec le parametre A; le rapport ayg,/wig.» prend les valeurs
0,87-0,65 et 0,49 pour A= 15-1 et 0,5. La figure 9 illustre ces

résultats.

5. Effet d’épaisseur™:®). En écoulement bidimensionnel I'effet d’épaisseur
se détermine en considérant un profil symétrique disposé a I'incidence
nulle, c’est-a-dire dont l'axe est paralléle & 7. Dans 'écoulement de
révolution le profil épais symétrique, générateur de I'aile annulaire, voit
naitre a son contour une dissymétrie de vitesse et de pression qui provoque
un effort radial non nul pour un calage égal a zéro. On peut néanmoins
se proposer de rechercher la déformation qu'il faut donner a un profil
¢pais symétrique (choisi pointu a ses extremités, afin de respecter I’hypo-
thése de la linéarisation) pour faire disparaitre cet effort radial. Le
probléme traité correspond alors 4 une “adaptation de la loi d’épaisseur”.

Soient y(x) et =(x) les cotes et les pentes du profil répondant a
une telle condition et dont 'épaisseur est e. Les perturbations apportées a
I'écoulement général 77, s’obtiennent en remplagant le profil par une
distribution de sources et puits répartis sur le segment (0, ¢). Soit ¢
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8Cp=38Cp,, (1-€)

215
Q3 A-125

-0
Fic. 8.
n 5Cp=8Cp, (1-%)
Cz
0 A=NACA a.0
02l a < 4°56° 3
0 e, i
A5 -
0 oy =417 £
"—-—___‘____‘_‘_“_‘_‘—_‘_-_‘__‘_‘_ a'-'
T A:1
) o('..;3q12’ é
Rl
‘: ——
=224
= e
—



Problémes de I'aile annulaire 781

le potentiel correspondant, la circulation étant nulle autour du profil, la
fonction ¢ demeure uniforme dans le plan méridien xOy.
Une fagon simple d’obtenir un effort radial nul consiste 4 imposer la

méme distribution de pression, ou de vitesse [u(x) = u(x)] a4 I'extrados
et a 'intrados. Si 'on se donne donc la fonction #(x) ainsi que sa primi-
tive @(x), sur le segment (0, ¢) la fonction ¢ qui définit I'écoulement
vérifie les conditions aux limites suivantes:

¢ = ;; = ®(x) le long de la coupure (0, ¢)

a;;ay = — Vn:;:(x) qui traduit le glissement du fluide sur le profil.

¢ = Op[0x = dp[dy = 0 a I'infini ou les perturbations s’annulent.

Pour fixer les idées on a choisi pour fonction ®(x) celle qui correspond
au potentiel des vitesses de I'écoulement plan autour du profil parabolique

bissymétrique d’épaisseur e. La représentation analogique, toujours
effectuée en bassin 4 fond incliné, de la fonction ¢ a fourni les profils

1

0 1
0 g

Fic. 10.

épais de la figure 10. L’épaisseur a été trouvée pratiquement constante
et égale a e. Les courbes extrados et intrados sont trés voisines de deux
paraboles dont le rapport n(A) des fleches, ou des courbures, au maitre-
couple du profil croit rapidement lorsque A diminue.
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6. Rappelons enfin que en dehors des hypothéses de la théorie
linéarisée il est toujours possible " d’étudier par analogie rhéoélectrique
un profil d’aile annulaire de forme donnée. Dans ce cas le modéle
analogique, dont le contour reproduit la forme exacte de I'obstacle, est
placé dans un champ uniforme d’une cuve inclinée ou hyperbolique
suivant que 'on cherche a déterminer le potentiel des vitesses ou la
fonction de courant de I'écoulement de révolution.

AILE ANNULAIRE EN INCIDENCE®."%1h

1. Lorsque T'axe de révolution de 1'aile annulaire est placé a un angle
d’incidence 7 par rapport a la direction I, du courant général I’écoulement
devient tridimensicnnel et les caractéristiques aérodynamiques varient
dans chaque plan méridien de laile. Dans le cadre de la théoric
linéaris¢e D'effet d’'incidence peut étre déterminé en  considérant
l'aile annulaire comme une surface cylindrigue de révolution A. le
sillage 2 des tourbillons libres, paralléles a 17, prolonge cette surface
cylindrique jusqu’a linfini aval. L’ensemble de 'aile et du sillage con-
stitue ainsi une coupure spatiale de discontinuité¢ des vitesses pour le
domaine de I'écoulement.

Le potentiel de perturbation ®(x,y,2) est défini dans Pespace Oxys
(Ox suivant la direction 7, Oz: verticale descendante) entaillé par cette
coupure d’aprés des donnces géométriques, pour la région A, et des
conditions d’équilibre de pression, pour le sillage 2. T.a détermination
analogique de @ sur les deux faces de la surface 4 (coté extérieur --.
coté intérieur —) permet d’atteindre les principales caractéristiques
aérodynamiques de l'aile.

Avant d’examiner le mode de détermination de @ dans le cas général
de la surface portante annulaire il est intéressant d’analyser les simplifi-
cations qui peuvent étre apportées au schéma précédent pour les valeurs
extrémes du paramétre caractéristique A: lorsque A devient tres grand
ou au contraire trés petit.

2. Cas A » «: théorie de I'anneau portant. Dans ce cas la corde ¢
est considérée comme trés faible vis-a-vis du diamétre 2 de I'aile annulaire.
11 est alors classique de réduire la surface A & une ligne portante représen-
tée ici par le cercle (C) de rayon a. Si 'on désigne par w(f#) l'angle
d’attaque du profil dont la position est définie par I'angle polaire #, par
I'(f) la circulation correspondante et par w,(f) la vitesse induite par les
tourbillons libres, on peut écrire le relation de Prandtl:

I = kel oo + wa V) 2)
en tout point du cercle (C').
La solution de cette équation peut étre obtenue en considérant le
champ plan des tourbillons libres a I'infini aval (plan de Trefftz). Dans
+ —

ce plan le potentiel des vitesses subit une discontinuité ¢ — ¢, ¢gale a
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la circulation I, 4 la traversée du cercle (C) qui correspond a la trace
du cylindre &' formé par les tourbillons libres. Par ailleurs la vitesse
induite w, est égale 2 la moitié de la dérivée normale d¢p/dn prise le
long de (C), de sorte que 'équation (2) peut encore s'éerire:

L L )

cette relation correspond a une condition aux limites du type (c) envi-
sagée ci-dessus et son interprétation analogique est aisée dans tous les
casthy,

Pour Tl'aile cylindrique la loi d’angle d’attaque est de la forme
w(#) = 1cosf et le systtme portant est optimum. Le coefficient de
portance Cz est donné par I'expression classique®:

7= e

lorsque le coeflicient aérodynamique & du profil est pris égal a #.

.a méthode analogique permet I'é¢tude d'un systéme portant quelconque,
fermé ou ouvert, dont les lois d’angles d’attaque et de cordes sont
données. A titre d’application nous avons traité le cas d’'un anneau por-
tant circulaire a corde constante muni de plans horizontaux de formes
rectangulaires et elliptiques. Le figure 11 donne la répartition de circu-
lation sur 'anneau et les plans lorsque ces derniers sont disposés a la

A,

ENSEMBLE AILE-PLANS
A=4

' |
—im =
bY | ——Flans elliptiques

méme incidence que I'anneau. Les calculs analogiques ont été effectuds
pour A = 4 et diverses valeurs du parametre v = a/L (L demi-envergure
de l'ensemble anneau-plans). En wvue d’une comparaison avec les
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résultats fournis par la théorie de la surface portante les valeurs du
gradient de coefficient de portance dCz/di correspondant a ces ensembles
anneau-plans sont portés sur la figure 20.

3. Cas A —0: approximation de R. T. Jones. lorsque le rayon a de
laile peut étre considéré comme trés faible devant la corde ¢ du profil,
ou ce qui revient au méme lorsque le nombre de Mach de I'écoulement
est voisin de l'unité, il est légitime de considérer le potentiel des vitesses
¢ comme indépendant de l'abscisse x. l.a circulation se calcule alors
immédiatement et vaut I' = 217 da cos 6, le coefficient de portance est
donné par lexpression simple C; = 7Ai/2, analogue a celle de laile
plane de faible allongement.

Si I'aile est munie de plans, une transformation conforme ou un calcul
analogique pour des configurations géométriques compliquées, font
connaitre la répartition de circulation en étudiant le potentiel autour de
'obstacle représenté par la section droite de ensemble aile-plans.

4. Cas général: surface portante annulaire'. Pour des valeurs moy-
ennes de A, comprises par exemple entre 0,5 et 3, les simplifications
précédentes cessent d’étre acceptables et il est indispensable de traiter
I'aile annulaire comme une surface portante.

Pour les rcalisations analogiques on a intérét“? a décomposer le
potentiel des vitesses ®(x, y, 5) en deux potenticls élémentaires ¢4 et
¢, tels que ® = ¢4 + @7 et oll g4 correspond au potentiel de I'écoulement
axial, parallele 4 Ox, de vitesse Vycosi ~ V, et g, au potentiel de
I'écoulement transversal paralléle 2 I'axe Oz dont la vitesse a I'infini
est égale a Vg

Seul le potentiel transversal ¢p intervient dans le caleul de leffet
d’incidence de I'aile annulaire. Du point de vue analogique I'introduction
de la fonction @7 permet de simplifier notablement la construction du
modele. Les conditions aux limites le concernant sont les suivantes:

(a) Sur la coupure spatiale cylindrique 4 qui schématise laile, la
condition de glissement du fluide entraine que dgr/on = 0.

(b) Sur la coupure X qui représente le sillage, I'équilibre des pressions

p ct p se traduit par:

9+ »
E(((FT — q‘-_-p) =0 0‘[1((;'-3' = ‘]’T) == (H)

la différence de potentiel de part et d’autre de £ demeure constante le
long d’'une génératrice de cette surface ct représente la circulation 1°(#)
autour du profil défini par 'angle 6.

(¢) La fonction 1'(#), inconnue a priori, est déterminée par la condition
de Kutta-Joukowsky qui impose la continuit¢ des vitesses au bord de
fuite de laile et s’écrit:

0

g = 5
ax(;T PT)B.TF.
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(d) A une distance > — H suffisamment grande devant le rayon « la
perturbation créée par I'aile dans le courant général s’annule et le potentiel
pr redevient celui d'un écoulement uniforme Vg2 et vaut donc
gr(x,y, H) = Vi H. A

(e) Compte tenu des symétries paire (dpr/dy = 0 pour y = 0) et
impaire (pr — 0 pour z = 0) I'"étude du champ aérodynamique peut
étre limitée a un quart de I'espace Oxyz.

La représentation analogique du potentiel transversal gp est effectuée
dans un bassin profond dans lequel est plongé le modele figurant la
coupure 4 + 2. Le modele réalisé permettait de faire varier le para-
metre A entre les valeurs 0,5 et 2.

e

4 I=1 Rodian

bl
“

Fic. 12,

4.1. Résultats du Calcul analogique. 1l.a figure 12 donne un exemple de
la répartition de circulation réduite y (¢) le long de dix cordes dans le cas
A= 1. La circulation globale y(1) autour de chaque profil se déduit
pratiquement de la courbe y;, limite pour A — 0 donnée par la théorie
de Jones, par une affinité y,/y; qui vaut 0,966 - 0,958 - 0,920 — 0,866
- 0,763 pour les valeurs A = 0,5 - 0,66 -1 -1,33 et 2.

LLa variation du gradient de portance C/7 en fonction de A, en bon accord
avec les résultats théoriques de Weissinger, est portée sur la figure 13
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et des résultats expérimentaux de Fletchert. L’abscisse du centre de
poussée et le moment de tangage, déterminés par la méthode analogique,
évoluent avec A suivant une loi tres voisine de celle calculée par Weissinger.

A=1
* s i=1 degr‘é
Vo exterieur

Fic. 15.

Les survitesses ont été déterminées le long de dix cordes comprises
entre 6 — 0 et 6 — 7/2, les résultats sont présentés sur la figure 14
pour la face intérieure de l'aile et sur la figure 15 pour la face extérieure
dans le cas A = 1. Les coefficients de pression Cp, proportionnels aux
survitesses, sont tracés sur la figure 16 pour la corde située dans le plan
médian @ = 0 en considérant différentes valeurs de A (i =1 degré).
Les Cp correspondant a la corde centrale des ailes rectangulaires d’allonge-
ment 1 et 2 sont également portés sur cette figure, a titre de comparaison.

Enfin la figure 17 donne un exemple de courbes isobares (Cp =
constante) obtenues pour la partie 0 < 6 << 7/2 dans le cas A = 1. (les
Cp positifs correspondent a la partie extérieure de 'aile).

4.2. Effet de fuselage. Un corps central cylindrique de rayon a” et de
longueur indéfinie est placé a 'intérieur de 'aile. Son axe coincide avec
celui de T'aile et il a donc une incidence 7 par rapport 4 I7,. La déter-
mination analogique porte encore sur le potentiel transversal ¢r; les
conditions aux limites ¢noncées ci-dessus ne sont pas modifiées pour la

As. (voL. 2)—15
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surface 4, la condition sur le corps central se réduit a dpy/dn = 0 et le
modeéle correspondant est isolant.

Le corps central n’apporte qu’une faible influence sur les caractéristiques
aérodynamiques de I'aile, du moins tant que le rapport k= a’/a est
inférieur a 0,5. Sur la figure 18 on a représenté le rapport Cy [C,
de la portance de laile annulaire avec ou sans corps central pour
diverses valeurs des parameétres A et k. La figure 19 donne les survitesses
dans le plan médian 6 = 0, sur le fuselage et les deux faces de I'aile pour
A=1et k= 0,5 et, comme comparaison, les courbes analogues relatives
a laile sans corps central (k = 0).

Cp
—— aile annulaire [ccl‘da 9:0}
| o  aile rectangulaire (corde centrale)
| 1 =1degre

006 .2
. 33|
interieur
-004
-002
0
0,02
e A2
A:133
0,04 A=1 | extérieur
= 66
A=05
0,06

Fic. 16.

4.3. Aile annulaire munie de plans horizontaux. Une application de ce
type a été envisagée dans le cas de la ligne portante (cf. paragraphe 2).
Cette étude a été reprise dans le cadre de la théorie de la surface portante
pour l'aile annulaire et les plans horizontaux. Soient 2L 'envergure de
I'ensemble, / 'envergure d’un plan et ¢’ sa corde, I'incidence des plans
horizontaux est la méme que celle de la partie annulaire.

Les conditions aux limites concernant le potentiel transversal ¢r sont
les mémes que précédemment pour la surface cylindrique qui schématise
laile A et son sillage 2. Pour les plans horizontaux il faut de plus tenir
compte des conditions suivantes:

(i) glissement du fluide sur les parois 4" des plans, qui exige ici que

la dérivée dpy/8z = 0 sur les surfaces correspondantes A4’.
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(ii) équilibre de la nappe des tourbillons libres issus des bords de fuite
des plans: compte-tenu de la symétrie impaire en 2z de la fonction

4 }
¢r, cette condition se réduit ici a dpp/dx = 0 ou 2¢r = I'(y). La
valeur de la circulation I'(y) autour du profil d’ordonnée y est
fixée par la condition de Kutta-Joukowsky au bord de fuite, soit

+
(0pr)B.F./0x = 0.

ISOBARES (Cp=Cte)

Vo Azl
l i=1degre

Bord d'attaque

—_

0
I'll,"z

Corde 6
Corde ©

5|4

L‘; Bord de fuite

Fic. 17.

La figure 20 donne un exemple de la variation de C/i avec le para-
meétre A dans les cas v = a/L = 0,5 et 0,66 pour des plans horizontaux
rectangulaires de corde égale a celle ¢ de la partie annulaire. Les valeurs
obtenues par application de Panneau portant sont ¢galement notées sur
cette figure. Le cas limite A — 0 de I'approximation de Jones se calcule

aisément et donne:
'(/‘z‘ 17/‘ 1 —'— ]r"t
(_ i )A—HP T2 2,2

les droites correspondant a v = 0,5 et 0,66 ont été tracées sur la figure 20.
Signalons pour terminer qu'une ¢tude systématique de tels ensembles
ailes annulaires munies de plans horizontaux a été eflectuée en faisant
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varier les paramétres A, v, v' — ¢[c ainsi que la forme des plans (rect-
angulaire et triangulaire). L’analogie électrique a permis de déterminer,
dans chaque cas traité, la répartition de circulation sur la surface de
I'aile et des plans, un exemple est donné sur la figure 21.

4.4. Régle des écoulements inverses. Lorsqu'on connait ces répartitions
de circulation ou celles des survitesses, obtenues par la détermination du
potentiel transversal ¢y, la régle des écoulements inverses permet en-
suite de calculer ais¢ment le C; global pour une loi de pente quelconque

g

EFFET DE FUSELAGE
A=1 k=05

004
003

002

0.0
‘OW

0

| B

0,01

-002
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a(x, ). Soient deux ailes annulaires, caractérisées par la méme valeur de
A, et placées dans des écoulements V7, et —V, si a(x, 0) et oy(x, 6)
définissent respectivement leur loi de pente, on a:

ff[u— ety (x, 0)dA fj[u — uy] o (x, 0)dA

ou u et u, sont les survitesses correspondant a ces écoulements.

ENSEMBLE AILE-PLANS
Val

A
— -
4

En choisissant « = cos #, le second membre de cette relation donne
la portance de l'aile dont la loi d’angle d’attaque est «;(x, #). Le premier
membre peut étre intégré si 'on se donne cette loi «y(x, #) et si 1'on
connait la circulation sur I'aile cylindrique (Cf. par exemple la figure 12,
pour A = 1). Le méme calcul peut étre effectué pour une aile annulaire
munie de plans horizontaux.

Une application intéressante concerne la détermination d’un effet de
volet placé au bord de fuite d’'une aile annulaire et braqué d’un angle
B(#). En prenant toujours o = cos 6 et oy = 8 sur la partie de l'aile
occupée par le volet, 'augmentation de portance ainsi obtenue est donnée
par:

0,

~

S J B(8) y (m, 6) 48
92
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pour un volet de profondeur relative m. La valeur y(m, 8) correspond
a la valeur de la circulation prise sur I'aile cylindrique a I'abscisse (1 — m),
dans la section d’angle polaire 0, (sur la figure 12, par exemple). Ce
calcul s’étend, bien entendu, au cas d’un volet placé sur le plan hori-
zontal qui peut étre adjoint a Paile (utilisation des courbes de la figure
21, par exemple).

ENSEMBLE AILE-PLANS
‘l Y (f,) a=1 v=0,5 v=1

/ I
/ ]
/ 1=0623 _
/ =07 __
g n=0875 _

3

05 075 1

Fic. 21,

INFLUENCE D'UNE HELICE CARENEE PAR
L’AILE ANNULAIRE®™

1. Le souffle d’'une hélice placée a 'intérieur de l'aile annulaire perturbe
les caractéristiques aérodynamiques déterminées précédemment. L’analyse
de cet effet sera maintenant étudi¢ pour le cas d'une aile annulaire,
placée en écoulement axial de vitesse Iy, enveloppant une hélice de rayon
a dont le plan de rotation est situé a la distance d du bord d’attaque
(0= d <)

Dans le cadre de l'approximation linéaire il est légitime d’assimiler
Ueffet de I’hélice 4 celui d'une discontinuité de pression répartie le long
du disque balayé par les pales. 1.’écoulement conserve ainsi la symétrie
de révolution et peut étre défini dans un plan méridien xOy.
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Soient (u + V) la vitesse axiale du fluide en un point (x, ¥) du champ,
v la vitesse radiale, (u, + V7;) la vitesse axiale, supposée continue, a la
traversée du disque représentant I’hélice, ¢ = 2(p — p,)/pV la pression
réduite qui régne en un point de I'écoulement (p, valeur de la pression
a l'infini) et enfin ¢ = &8¢,. f (4) la discontinuité de pression sur le cercle
de I'hélice de rayon réduit = y/a.

Les équations qui définissent I’écoulement sont classiques:

o ag 811 i ag aq,!
L fg === — . el 2_
(Euler) V7, = 2 = et V, % =
do
(continuité) % -+ 8_; o E —0
; 1/0v odu
(tourbillon) (= 5 (Eﬂ: == 6})

et 'on en déduit que la pression ¢ est une fonction harmonique de révolu-
tion, donc susceptible d’une représentation analogique,

L'intégration de la premiére équation d’Euler fournit une relation
entre les vitesses et les pressions, soit ¢ + 2u/V, = g(y). La fonction
2(n), liée au vecteur tourbillon, peut étre précisée en divisant le plan
méridien en deux régions: I'une (/) constituée par la veine fluide soufflée
(rayon a et longueur indéfinie vers I'aval) entiérement tourbillonnaire,
l'autre (E) ou le tourbillon est supposé nul. En conséquence, on a
g+ 2u/Vy= 0 dans (E) et g + 2u/V,= 8¢, .f (y) dans (I).

Le long de la ligne qui prolonge le profil de laile, segment (0, ¢), et

o+

qui limite les régions () et (E), 'égalité des pressions ¢ et g conduit a
+ fs

la relation u — u = — V8¢q,f(1)/2; cette relation est désormais con-
sidérée sur la coupure (¢, + oo) rectiligne, obtenue en négligeant la
contraction de la veine soufflée.

Remarquons que:

(i) Si f(1) = 0, il n'y a pas discontinuité des vitesses a la limite des
régions (E) et (I).

(i1) si f(y) =1, 1l y a discontinuité des vitesses a la limite, mais la
région (I) devient irrotationnelle; il existe alors un potentiel des

vitesses de perturbation dans tout le plan méridien entaillé par
le segment (0, + o).

Il est facile d’introduire la circulation réduite y = I'/V ja autour d'une
pale dans les relations précédentes. La traction de I'hélice déduite du
saut de pression donne:

y =7V 468q,f (n)/nald

ou 7 est le nombre de pales et ), la vitesse angulaire de I'hélice.
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2. Hélice carénée a circulation constante.  Pour une hélice carénée
I'espace libre entre l'aile et 'hélice est pratiquement nul, il est donc
vraisemblable d’admettre que la circulation conserve une valeur finie en
bout de pale. Cette propriété explique le gain de traction observé pour
une hélice sous carénage.

L’hypothése y = constante, ou f(y) = 1, peut ainsi ¢tre considérée
comme une approximation légitime dont I'intérét réside dans 'existence
du potentiel des vitesses signalé¢ ci-dessus. Le calcul des caractéristiques
aérodynamiques induites sur le profil de laile est alors notablement
simplifié.

Ce potentiel ¢ doit satisfaire les conditions aux limites suivantes:

(a) dpfon = 0 le long de la coupure (0,¢) qui représente le profil
rectiligne de l'aile, placé parallelement a V.

(b) la discontinuité du potentiel ¢ — ¢ — Vyx 8g,/2 + K avec x = ¢,
le long de la coupure (¢, + o0) qui figure la ligne de séparation des
régions (E) et (I); la dérivée normale dp/on demeure continue a la
traversée de cette coupure.

(c) la continuité des vitesses au bord de fuite du carénage exige que:

a : p— . )
— (@ — @)B.F. = V849,/2
ox
et détermine, par conséquent, la constante d’intégration K.
(d) & linfini aval, c’est-a-dire pratiquement a une grande distance
x = X de I'hélice, les vitesses radiales s’annulent et le potentiel prend

4_
des valeurs ¢, et ¢, sur la direction perpendiculaire 4 I'axe de révo-
i

lution, dans les régions (/) et (£). La différence ¢, — ¢, est d’ailleurs
égale a la valeur V(X8¢,/2 - K prise sur la ligne (0, x).

Le potentiel ne présente pas de singularité au droit de I'hélice puisque
la vitesse u, demeure continue a sa traversée. Cette vitesse ne possede
plus de relation simple avec la vitesse u.. (elle en vaut la moitié dans
le cas d’une hélice libre et lui est égale dans le cas d’une hélice tournant
a lintérieur d’un carénage infiniment long (cas A —» co et A = 0).

Ia représentation analogique de la fonction ¢ a d’abord permis
d’obtenir sa variation le long du profil avec le paramétre A. D’apres la
condition (b) il est clair que cette variation ne dépend pas de la distance
d qui fixe la position de 'hélice 4 Uintérieur de T'aile. 11 en est de méme
pour les survitesses le long du profil 4 'extrados et aussi a l'intrados,
comme on peut le constater d'aprés les courbes tracées figure 22 pour
les cas A=0,75-1-1,25-1,5 et 2. Ces survitesses ont pu ¢galement
étre déterminées analogiquement 4 l'intérieur de l'aile et en particulier
au droit de I'hélice pour ces différentes valeurs de A.

L’influence de I'hélice sur l'aile se traduit globalement par un effort
radial Cz dont la valeur est négative lorsque la traction est positive,
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L’évolution de cet effort radial Cz avec A est donné sur la figure 23 dans
le cas d = ¢/2. Pour A fixé, Cz varie linéairement avec d.

—u_
naQi¥o |
02
f (hél'ﬂ:e libre)
|
intrados T

A 5 75 :

01 -Q :

—___A»=0 4

1

005! I

i

0‘ 025 as 075 I

Fic. 22,

Fa

Fic. 23.

3. Application du potentiel de pression. l.a fonction g se préte parti-
culierement bien a la solution analogique de nombreux problemes
concernant le carénage d'une hélice. Sa représentation a la cuve électrique
permet ainsi de tenir compte d'une variation de la discontinuité de
pression &g suivant le rayon 7. Divers problémes ont pu ainsi étre traités
et en particulier:

(1) la recherche de I'incidence idéale du profil d’un carénage conique

et sa variation avec A pour plusieurs lois f (x).

(i1) la recherche de la forme du profil qui supporte une loi de charge
donnée lorsque A et f () varient, avec pour cas particulier I'adapta-
tion de I'entrée du carénage.
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CONCLUSION

La méthode d’analogie rhéoélectrique permet de résoudre un grand
nombre de problémes pratiques concernant l'aile annulaire. Quelques
applications ont été décrites 4 titre d’exemples. Les résultats présentés
donnent une idée des possibilités du calcul analogique pour la détermina-

tion des divers types d’écoulement autour de I'aile annulaire:
(1) écoulements a symétrie axiale pour I'étude de la forme des profils.

(i1) écoulements tridimensionnels avec sillage de tourbillons libres pour
I’étude de différentes configurations de surfaces portantes annul-
aires munies ou non de plans auxiliaires.

(i11) écoulements perturbés par la présence d’un saut de pression figurant
'hélice.

Suivant la nature des conditions aux limites définissant ces écoulements
le choix de I'analogie peut porter sur le potentiel des vitesses ou sur le
potentiel des pressions. Les procédés analogiques présentent une grande
souplesse d’utilisation et leur exploitation est profitable pour la résolution
de la plupart des problémes concernant la théorie générale des surfaces
portantes de tous types.
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DISCUSSION
G. ErnsT*: Dans le cas d’une aile annulaire avec un fuselage central, le fuselage
a-t-il une longueur finie ? Sinon, est-il possible d’envisager des essais correspondant
4 une longueur finie ?
G. Hacques: Comme il est indiqué dans la communication, les cas érudiés
concernent un fuselage de longueur infinie; néanmoins la méthode permet de
traiter sans difficulté le cas d'un fuselage de longueur finie.
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